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Вивчення дисципліни „Математичне програмування” передбачено освітньо-професійною програмою підготовки бакалавра за напрямками „Економіка і підприємництво” і „Менеджмент”.
Зміст дисципліни „Математичне програмування” ґрунтується на необхідності підготовки фахівців, які володіють математичними методами обґрунтування рішень з управління економічними системами.
У процесі вивчення дисципліни «Математичне програмування» студент повинен виконати контрольну роботу, що містить задачу на тему «Лінійне програмування». Пропонована до вирішення задача є найпростішим завданням виробничого планування. Для її вирішення треба використати два методи - геометричний і симплексний. Потім скласти двоїсту задачу й знайти її рішення, використовуючи для цього останню симплексну таблицю прямої задачі. Пояснити економічний зміст рішення прямої і двоїстої задач.
У методичних вказівках наведено основні теоретичні положення і розглянуті на прикладах етапи вирішення найпростішої задачі виробничого планування.
Номер варіанта контрольної роботи вибирають за двома останніми цифрами номера залікової книжки студента. Усього варіантів - 25. Якщо дві останні цифри залікової книжки перевищують число 25, то номер варіанта визначають шляхом вирахування числа 25, 50 або 75. Наприклад, номеру залікової книжки, що закінчується цифрами 84, відповідає варіант 9. Контрольна робота повинна бути виконана в термін, призначений навчальним графіком. У кінці роботи необхідно навести літературу, якою студент користувався при виконанні контрольної роботи.






L = сjхj                                                         (1)
називається цільовою функцією (або лінійною формою) задачі лінійного програмування (ЗЛП), а умови
аijхj    bi;     (i=1,m; j=1,n),        xj  0                             (2)
-- обмеженнями задачі ЛП.




Приклад 1. Для виготовлення двох видів виробів А і В використовують три види сировини. На виробництво одиниці виробу А потрібно витратити сировини першого типу 4 кг, другого – 3 кг і третього - 3 кг, на виробництво одиниці виробу В потрібно витратити сировини першого типу 3 кг, другого – 4 кг і третього – 5 кг. Виробництво забезпечене сировиною першого типу в кількості 440 кг, другого – 393 кг, третього – 450 кг. Прибуток від реалізації одиниці готового виробу А дорівнює 6 грн., виробу В – 5 грн.
Скласти план виробництва виробів таким чином, щоб дістати найбільший прибуток від реалізації виробів.







Позначимо число виробів А, яке необхідно виготовити, х1, а виробів В – х2. Очевидно, що запаси сировини обмежені нерівностями
4х1+3х2    440
3х1+4х2    393
3х1+5х2    450
Прибуток від реалізації виробів А і В визначиться виразом
L = 6x1 + 5x2  max.
Таким чином, треба знайти такі х1 і х2, які задовольняють нерівностям і перетворюють у максимум цільову функцію L.
Будемо зображувати пару значень змінних точкою з координатами x1, x2 (рис. 1). Оскільки змінні х1, х2 повинні бути більше нуля, припустимі їхні значення лежать тільки вище осі Ох1, (на якій х2 = 0) і правіше осі Ох2 (на якій х1 =0). Це відзначимо штрихуванням, що позначає «припустиму» сторону кожної осі.
Тепер побудуємо на площині х10х2 область припустимих рішень або переконаємося, що її не існує. Рішенням кожної нерівності є на півплощина, що обмежує область припустимих рішень задачі. Покладемо в першому рівнянні х1 = 0, отримаємо рівняння прямої лінії, перша точка якої

3х2  =  440, х2  =  440 / 3 = 147 має координати (0, 147),

друга точка    4х1  =  440, х1  =  440 / 4 = 110 має координати (110, 0).
Аналогічно отримаємо координати точок для другого обмеження (131, 0) і 

























Отримана область є областю припустимих рішень, тобто будь-яка точка області задовольняє нерівностям-умовам, і називається припустимим планом. Зазначимо, що цих рішень - нескінченна множина, тому що будь-яка пара значень вільних перемінних, узята з ОДР, «підходить».
Очевидно, що цільова функція L обертається в максимум в одній з вершин отриманого многокутника. Для визначення цієї вершини геометричним методом побудуємо градієнт цільової функції вектор grad L = с{6,5}. Далі побудуємо лінію рівня, що відповідає L = 0; вона проходить через початок координат і перпендикулярна до вектора с. Назвемо її опорною прямою. Нагадаємо, що лінією рівня функції називається множина точок з її області визначення, в яких функція приймає те саме фіксоване значення. Градієнтом функції називається вектор, що вказує напрямок, в якому функція найбільш швидко зростає. Переміщуючи опорну пряму в напрямку вектора с={6,5}, бачимо, що найбільш віддаленою вершиною многокутника є вершина А, в якій перетинаються нерівності 1 і 2. Визначимо її координати:
.
Таким чином, для одержання максимального прибутку необхідно випустити 83 вироби А і 36 виробів В. Цільова функція при цьому досягне значення 





По суті, симплексний метод являє собою послідовний набір кутових точок, при якому значення цільової функції росте від ітерації до ітерації (від однієї кутової точки до іншої). Критерій оптимальності в симплексному методі реалізується шляхом визначення оцінок стовпців матриці А щодо поточного базису (симплекс-різниць). Якщо симплекс-різниці показують не оптимальність плану, здійснюємо, перехід до наступного базису. При цьому один стовпець виводиться з базису, а інший вводиться. Якщо є кілька стовпців, що мають від’ємні симплекс-різниці, то треба вибирати, який з них вводити в першу чергу.
Для застосування симплексного методу необхідно задачу подати в канонічній формі.

КАНОНІЧНА ФОРМА ЗЛП
Канонічною називається задача ЛП, що перебуває у встановленні екстремального значення функції
L = сjхj                                                       (3)
при виконанні умов
аijхij  =  bi           і           xj  0.                                     (4)
Будь-яку задачу лінійного програмування можна звести до форми канонічної задачі (КЗЛП).
По-перше, не принципово, що треба шукати для цільової функції – максимум або мінімум. Випадок, коли L треба перетворити в максимум, легко зводиться до знаходження мінімуму, якщо змінити знак L на зворотний (мінімізувати не L, a L'= —L), тому що
min f(x1, x2,…,xn) =max[-f(x1, x2,…,xn)]...                             (8)
і навпаки.
По-друге, від умов-нерівностей можна перейти до умов-рівностей шляхом введення нових «додаткових» змінних. Причому число додаткових змінних дорівнює числу нерівностей.
Приклад 2. Розглянемо умову попереднього прикладу:
Знайти такі х1 і х2, що задовольняють нерівностям
4х1+3х2    440
3х1+4х2    393
3х1+5х2    450
і перетворюють у максимум цільову функцію L :
L = 6x1 + 5x2  max.
Приведемо задачу до канонічної форми. Для цього від системи нерівностей перейдемо до системи рівностей і отримаємо систему обмежень у вигляді рівностей:


4х1+3х2 +х3 =  440,
3х1+4х2 + х4 =  393,
3х1+5х2 + х5 =  450.
Отримана система рівнянь містить три рівності (m = 3) і п'ять невідомих (n = 5), тобто m < n. Нагадаємо ряд теоретичних положень.
Якщо m рівностей (4) є лінійно незалежними, то систему з m лінійно незалежних рівностей з n змінними (m < n) завжди можна розв'язати відносно m змінних, називаних базисними, виразивши їх через інші  k=n- m  змінних, називаних вільними. Вільним змінним можна надавати будь-які значення, не порушуючи умову (4).
План КЗЛП  x=(x1, x2,…, xn) називається базисним планом задачі, якщо його компоненти, що відповідають базисним стовпцям, більше нуля (xj  0), а всі інші компоненти (не базисні) – дорівнюють нулю.
Нагадаємо основні теореми лінійного програмування.
Теорема 1. Якщо цільова функція L приймає максимальне значення в деякій точці ОДР, то вона приймає це значення і в деякій кутовій точці ОДР.
Теорема 2. Кожен припустимий базисний план є кутовою точкою ОДР.
Справедливе й зворотне ствердження: якщо план x=(x1, x2,…, xn) є кутовою точкою ОДР, то він є припустимим базисним планом задачі.

АЛГОРИТМ СИМПЛЕКСНОГО МЕТОДУ
1.	Визначити припустимий базисний план.
2.	Скласти симплексну таблицю.
3.	Перевірити план на оптимальність. Для цього визначити
Lj = cj*aij і оцінки векторів j = Lj – cj.
Опорний план оптимальний, якщо всі j  0,  інакше задача не має розв'язання  або треба перейти до нового опорного плану.
4.	Щоб знайти новий опорний план, треба визначити напрямні рядок і стовпець таблиці. У базис вводять вектор, для якого добуток j *j найбільший за абсолютною величиною, де j – найменше відношення вільних членів до позитивних коефіцієнтів вектора, що вводиться в базис:
 = min (bi / aij).
5.	 Визначити коефіцієнти нового опорного плану (коефіцієнти розкладання векторів Aj  по векторах нового базису).
6.	Перевірити новий опорний план на оптимальність.

Приклад 3. Повернемося до задачі, умову якої приведено до канонічної форми в прикладі 2. Система обмежень задачі являє собою систему з 3 рівнянь (m=3) з 5 невідомими (n=5). Така система має нескінченну множину рішень.
У системі, де m < n, m векторівAj  лінійно незалежні. Розв'язання x = (x1, x2, …, xn), залежне від будь-яких m лінійно незалежних векторів, називається базисним розв'язанням системи (у нашому випадку базис становлять m = 3 елементи рішення, не рівні нулю, а інші 2 елементи рішення дорівнюють нулю).
Додатне базисне рішення називається опорним планом.
Очевидно, що одним з рішень системи є 
x = (0, 0, 440, 393, 450).











Визначимо Lj = cj*aij.:
L1 = 4*0 + 3*0 + 3*0 = 0;
L2 = 3*0 + 4*0 + 5*0 = 0; …...
Визначимо j = Lj – cj.:
1 = 0 – 6 = -6;
2 = 0 – 5 = - 5;
3 = 0 – 0 = 0 …
Оскільки 1 і 2  0, план не оптимальний. Перейдемо до нового опорного плану.
Визначимо вектор, який будемо вводити в базис (A1 або A2). Це повинен бути вектор, для якого добуток j *j найбільший.
Знайдемо j для A1:
1 = min (bi / aij) = min (440/4; 393/3; 450/3) = min(110; 131; 150) = 110.
Визначимо j для A2:
2 = min (bi / aij) = min (440/3; 393/4; 450/5) = min(146,6; 98,2; 90) = 90.
Визначимо добутки. Для A1   1 *1 = 6 * 110 = 660. Для A2   2 *2 = = 5 * 90= 450. Найбільший дорівнює 660, таким чином будемо вводити в базис вектор A1.












 Вектор, що вводиться в базис, повинен мати коефіцієнти 1, 0 , 0. Для одержання 1 у головному рядку нової таблиці розділимо всі коефіцієнти рядка, що відповідає виведеному вектору A3 , на 4. Щоб другий елемент вектора A1 дорівнював 0 (рядок, що відповідає вектору A4, дістаємо з його ж рядка в попередній таблиці), помножимо головний рядок нової таблиці на мінус 3 і складемо з другим рядком попередньої таблиці:
-330	–3	-9/4	-3/4	–0	-0





450	+3	+5	+0	+0	+1    .
+120	+0	+11/4	-3/4	+0	+1

Третій рядок нової таблиці отримаємо аналогічно.
Таким чином отримуємо новий опорний план:
х = (110; 0; 0; 63; 120),
при якому функція цілі
L = 6*110 + 5*0 =  660 – стала більше.
Перевіримо план на оптимальність, для чого знайдемо
Lj = cj*ai        і           j = Lj – cj..
Оскільки 2= -2/4  0, план не оптимальний.
Перейдемо до нового опорного плану. Для цього введемо в базис вектор A2, тому що для нього 2= -2/4  0.
З базису виводимо вектор, якому відповідає найменше відношення вільних членів до позитивних коефіцієнтів вектора A2.





















110	+1	+3/4	+1/4	+0	  +0 .
+83	+1	+0	16/28	-12/28	+0

Отримано новий опорний план:
х = (83; 36; 0; 0; 21),
при якому функція цілі  L = 6*83 + 5*36 =  678 – стала більше. Це свідчить про те, що з кожним кроком ми наближаємося до оптимального рішення, тобто поліпшуємо план.
Перевіримо новий план на оптимальність, визначивши оцінки оптимальності j.
Всі j  0, тому отриманий план оптимальний. Функція цілі
Lmax =  678 грн.




РОЗВ'ЯЗАННЯ ЗАДАЧІ ЗА ДОПОМОГОЮ ФУНКЦІЇ
 "ПОШУК РІШЕННЯ"

1.	Внести вихідні дані в комірки.
2.	Зарезервувати комірки для значень х1 і х2.
3.	Внести вирази для обмежень, роблячи посилання на клітки х1 і х2.
4.	Внести вирази цільової функції, роблячи посилання на клітки х1 і х2.
5.	Установити курсор на клітку цільової функції і в меню Сервіс знайти функцію Пошук рішення.

Рис. 2.
Реквізити Діалогового вікна "Пошук рішення"
Установити цільову комірку - служить для вказівки цільової комірки, значення якої необхідно максимізувати, мінімізувати або встановити рівним заданому числу. Ця комірка повинна містити формулу.
Рівною - служить для вибору варіанта оптимізації значення цільові комірки (максимізація, мінімізація або підбір заданого числа).
Змінюючи комірки - служить для вказівки комірок, значення яких змінюються в процесі пошуку розв'язання доти, поки не будуть виконані накладені обмеження й умова оптимізації значення комірки, зазначеної в полі "Установити цільову комірку".
Припустити - використовується для автоматичного пошуку комірок, що впливають на формулу, посилання на яку наведене в полі „Встановити цільову комірку”. Результат пошуку відображається в полі "Змінюючи комірки".







Для формулювання двоїстої задачі скористаємося властивостями пари сполучених задач.
1.	Якщо пряма задача є задачею максимізації, то двоїста буде задачею мінімізації й навпаки.
2.	Коефіцієнти цільової функції прямої задачі c1, з2, ..., сn стають вільними членами обмежень двоїстої задачі.
3.	Вільні члени обмежень прямої задачі b1, b2, ..., bm стають коефіцієнтами цільової функції двоїстої задачі.
4.	Матрицю обмежень двоїстої задачі отримують транспонуванням матриці обмежень прямої задачі.
5.	Знаки нерівностей в обмеженнях змінюють на зворотні.
6.	Число обмежень прямої задачі дорівнює числу змінних двоїстої задачі, а число обмежень двоїстої задачі дорівнює числу змінних прямої задачі.
Запишемо задачі в матричній формі.
Пряма





	Знайти L*(U) = minP0ТU при АTU  C ,U  0 .
Приклад 4. Складемо задачу двоїсту задачі, розглянутої в прикладі 1.
Пряма:
Знайти такі х1 і х2, що перетворюють у максимум цільову функцію L
L = 6x1 + 5x2  max.
і задовольняють обмеженням:
4х1+3х2    440
3х1+4х2    393
3х1+5х2    450.
Двоїста:
Знайти такі u1, u2 і u3, які перетворюють у мінімум цільову функцію L*
L* = 440*u1+ 393*u2 + 450*u3  min
і задовольняють обмеженням:
4*u1 + 3*u2 + 3*u3   6
3*u1 + 4*u2 + 5*u3   5.
Зв'язок між оптимальними рішеннями прямої і двоїстої задач встановлюють наступні теореми.
Теорема 3. Якщо Х0 і U0 - припустимі розв'язання прямої й двоїстої задач, тобто якщо
АХ  Р0         і        АTU  C ,
тоді   СТХ0 P0ТU0 ,                                        
тобто значення цільової функції прямої задачі ніколи не перевищує значення цільової функції двоїстої задачі.
Теорема 4. Якщо L(Х0) = L*(U0) для деяких планів Х0 і U0 прямої і двоїстої задач, то Х0 і U0 – оптимальні розв'язання цих задач.
Теорема 5. (Перша теорема подвійності).
Якщо одна з пари двоїстих задач має оптимальний план, то й інша має оптимальний план і значення цільових функцій рівні між собою
Lmax = L*min  .
Якщо ж цільова функція однієї з пари двоїстих задач не обмежена (для прямої задачі - зверху, для двоїстої - знизу), то інша задача взагалі не має планів.
Теорема 6. (Друга теорема подвійності).
План Х0 = (х1, х2, …, хn) прямої задачі й план U0 = (u1, u2, …, um) двоїстої задачі є оптимальними планами цих задач тоді й тільки тоді, коли для будь-якого j = 1,n виконується рівність
,
тобто якщо в оптимальному розв'язанні прямої задачі якийсь ресурс використовується не повністю, то його "тіньова ціна" дорівнює 0.
Між оптимальними розв'язаннями прямої і двоїстої задач і елементами індексних рядків симплекс-таблиць (індексний рядок – у якій записуються значення Lj), що відповідають цим розв'язанням, існує наступний взаємозв'язок:
,
,
де     n – кількість змінних прямої задачі;
m – кількість обмежень прямої задачі;
 - (n+i)-й елемент прямої задачі;
 - (m+j)-й елемент двоїстої задачі.













Для    u1 = .
Для    u2 = .
Для    u3 = .
Обчислимо значення функції цілі при оптимальному плані двоїстої задачі
L* = 440*1,286+ 393*0,286+ 450*0 = 678.
Таким чином, оптимальний план двоїстої задачі
U0 = (1,286, 0,286, 0).


ЕКОНОМІЧНА ІНТЕРПРЕТАЦІЯ ДВОЇСТИХ ЗАДАЧ

Як видно з прикладу, вирішення прямої задачі дає оптимальний план виготовлення виробів А і В, а вирішення двоїстої задачі – оптимальну систему оцінок сировини, використовуваної для виготовлення цих виробів.
Оптимальним планом є виготовлення 83 виробів А і 36 виробів В. Визначимо, чи вся сировина витратиться при такому плані:
сировина S1: 4*83 + 3*36 = 440  - буде витрачена повністю;
сировина S2: 3*83 + 4*36 = 393  - буде витрачена повністю;
сировина S3: 3*83 + 5*36 = 429  - не буде витрачена повністю, залишиться ще 21 кілограм.
Змінні u1 = 1,286 і  u2 = 0,286 є умовними двоїстими оцінками одиниці сировини S1 і S2 відповідно. Ці оцінки відмінні від нуля, а сировина S1 і S2 повністю використається при оптимальному плані виготовлення виробів А і В. Двоїста оцінка одиниці сировини S3=0. Цей вид сировини не використовується повністю при оптимальному плані виробництва.
Таким чином, позитивну двоїсту оцінку мають лише ті види сировини, які повністю використовуються при оптимальному плані виробництва. Тому двоїсті оцінки визначають дефіцитність використовуваної підприємством сировини.
Величина двоїстої оцінки показує, на скільки зросте максимальне значення цільової функції прямої задачі при збільшенні кількості сировини відповідного виду на одиницю.
Повернемося до прикладу. Збільшення кількості сировини S1 на 1 одиницю дозволить визначити новий оптимальний план, при якому загальна вартість виготовленої продукції зросте на 1,286 грн. і стане рівною

678+1,286 = 679,286 грн.

Числа, що стоять у стовпці А3, показують, що вказане збільшення може бути досягнуте за рахунок збільшення випуску виробів А на 4/7 одиниці й скорочення випуску виробів В на 3/7 одиниці. Внаслідок цього витрата сировини S3 зменшиться на 11/28 одиниці.
Аналогічне збільшення кількості сировини S2 на 1 одиницю дозволить визначити новий оптимальний план, при якому загальна вартість виготовленої продукції зросте на 0,286 грн. і стане рівною

678+0,286 = 678,286 грн.

Числа, що стоять у стовпці А4, показують, що вказане збільшення може бути досягнуте за рахунок збільшення випуску виробів В на 4/7 одиниці й скорочення випуску виробів А на 3/7 одиниці. Причому витрата сировини S3 зросте на 11/7 одиниць.
Підставивши оптимальні двоїсті оцінки в систему обмежень двоїстої задачі:
4*1,286 + 3*0,286 + 3*0 =  6 ,
3*1,286 + 4*0,286 + 5*0 =  5 ,

бачимо, що обмеження двоїстої задачі виконуються як строгі рівності. Це означає, що двоїсті оцінки сировини рівні в точності їхнім цінам. Тому випускати ці два види продукції економічно доцільно. (Якщо виконуються нерівності типу >, випуск цих виробів економічно недоцільний).











АНАЛІЗ СТІЙКОСТІ ДВОЇСТИХ ОЦІНОК

Нехай пряма задача має не вироджені опорні плани і хоча б один з них є оптимальним. Очевидно, що оптимальний розв'язок залежить від кількості ресурсів. Будемо розглядати максимальне значення цільової функції як функцію вільних членів системи лінійних рівнянь:
Lmax (b1, b2, …, bm).
Теорема 7. В оптимальному плані двоїстої задачі значення змінної ui чисельно дорівнює частинній похідній функції Lmax (b1, b2, …, bm) за відповідним аргументом bi:
.

Це означає, що зміна значень величини bi приведе до збільшення або зменшення Lmax (b1, b2, …, bm)... при незмінної |ui| у відповідному оптимальному плані двоїстої задачі.
Таким чином, якщо знайдено оптимальний план прямої задачі, можна провести аналіз стійкості двоїстих оцінок щодо змін bi. Це дозволяє оцінити стійкість оптимального плану двоїстої задачі щодо змін обмежень прямої задачі й ступінь впливу зміни bi на максимальне значення цільової функції, а також визначити найбільш доцільний варіант можливих змін bi.





	В-1 – матриця, зворотна матриці В, укладеної з компонентів векторів базису, який визначає оптимальний план задачі.
Повернемося до прикладу і визначимо інтервали усталеності двоїстих оцінок стосовно змін ресурсів.



























Очевидно, якщо в другій нерівності покласти b2=0 і b3=0, тоді b1>-13,5, а з першої нерівності b1<84.
Якщо в третій нерівності покласти b1=0, то b2 < 193,7, а з першої нерівності b2>-63.
Якщо в другій нерівності покласти b1=0 і b2=0, то b3 >-5,3.

Таким чином, якщо кількість ресурсів S1 належить проміжку
-13,5 < b1 < 84,
а кількість інших ресурсів незмінна або кількість ресурсів S2 належить проміжку
-63 < b2 < 33,7,
то кількість інших ресурсів незмінна, тоді двоїста задача має той самий оптимальний план
uопт = (1,286; 0,286; 0).
Зробимо перевірку, підставивши в нерівності знайдені значення bi:

36-3/7*84+4/7*33,7= 19,26 > 0
5,3+11/28*84-11/7*33,7 = 32,93 > 0
83+4/7*84-3/7*193,7 = 48 > 0.

Підставивши знайдені значення приростів у вирази похідної від функції цілі, можна визначити її приріст
, звідки 
Lmax = u1*b1 + u2*b2 + u3*b3 =
=1,286*84 + 0,286*193,7 + 0 = 163,41 грн.

Таким чином, збільшення кількості першого ресурсу на 84 одиниці, а другого на 193,7 одиниць приведе до можливості побудови такого плану виробництва продукції, реалізація якого забезпечить випуск виробів на 163,41 грн. більше.
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ЗАВДАННЯ ДЛЯ КОНТРОЛЬНОЇ РОБОТИ

При виконанні контрольної роботи необхідно вирішити задачу лінійного програмування. Для її розв'язання треба використати два методи - геометричний і симплексний. Потім скласти двоїсту задачу та знайти її рішення, використовуючи для цього останню симплексну таблицю прямої задачі. Пояснити економічний зміст вирішення пари сполучених задач.
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